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ABSTRAK

Pemodelan fenomena vortex shedding memerlukan skema diskritisasi yang mampu menangkap
dinamika aliran secara akurat sekaligus efisien secara komputasi. Finite Difference Method (FDM)
dengan skema orde dua dan orde empat merupakan dua pendekatan yang umum digunakan. Namun,
perbandingan performa komprehensif keduanya masih terbatas dalam literatur. Penelitian ini bertujuan
untuk membandingkan performa skema FDM orde dua dan orde empat dalam simulasi vortex
shedding berdasarkan akurasi terhadap parameter fisis (bilangan Strouhal St, koefisien drag Cp,
koefisien lift C}) serta computational cost yang meliputi kebutuhan resolusi grid dan waktu komputasi.
Metode yang digunakan adalah studi literatur komparatif dengan menganalisis data dari penelitian
terdahulu yang relevan yang mencakup perbandingan galat relatif vortisitas, nilai St, Cp, C;, serta
informasi computational cost. Hasil penelitian menunjukkan bahwa pada ukuran grid yang sama, skema
orde empat menghasilkan galat relatif yang lebih kecil dibandingkan skema orde dua. Pada Re = 200,
skema orde empat menghasilkan St = 0.197 dan Cp = 1.34 + 0.044, sangat dekat dengan data
eksperimen. Selain aspek akurasi, ditinjau pula computational cost pada masing-masing skema dan
ditemukan bahwa skema orde empat membutuhkan waktu komputasi 5-20% lebih lama per iterasi.
Implikasi penelitian ini adalah pemilihan skema numerik perlu mempertimbangkan kompromi antara
akurasi dan computational cost, dengan skema orde empat direkomendasikan untuk simulasi yang
memerlukan presisi tinggi pada Re = 200. Penelitian lanjutan disarankan untuk memperluas rentang
bilangan Reynolds hingga regime turbulen dan mengembangkan skema adaptif berbasis gradien lokal.

Kata kunci: Finite Difference Method, orde dua; orde empat; vortex shedding, akurasi; computational
cost

PENDAHULUAN

Vortex shedding didefinisikan sebagai fluktuasi aliran ketika fluida mengalir melewati
suatu benda tumpul pada kecepatan tertentu yang bergantung pada ukuran dan bentuk benda
tersebut (Sikien et al., 2018). Fenomena tersebut berdampak terhadap ketahanan struktur dan
performa aerodinamika, khususnya gaya angkat dan gaya hambat. Karakteristik fluktuatif dan
sifat non-linear dari pola aliran yang dihasilkan melahirkan tantangan tersendiri dalam
pemodelan matematisnya.

Secara fundamental, fenomena fisik di dunia nyata dapat dikaji melalui Partial
Differential Equations (PDE) baik secara analitik maupun numerik. Namun, solusi analitik
umumnya hanya tersedia untuk kasus sederhana dengan geometri, kondisi batas, dan asumsi
fisik tertentu. Oleh sebab itu, dikembangkan metode numerik sebagai pendekatan yang lebih
mumpuni untuk menyelesaikan masalah yang lebih kompleks dan tidak beraturan (El-metwaly
& Kamal, 2024), seperti halnya dinamika aliran pada vortex shedding.
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Metode numerik memiliki keunggulan dalam memberikan informasi terperinci (Zhang
et al., 2023). Salah satu metode yang seringkali digunakan yaitu Finite Difference Method
(FDM) karena kemudahan implementasinya pada grid terstruktur (Whalen, 2025 ; Luo, 2022).
FDM bergantung pada pembagian domain spasial PDE menjadi grid seragam. Pada metode ini,
PDE diapproksimasi menjadi persamaan selisth menggunakan deret Taylor (El-metwaly &
Kamal, 2024).

Dua skema diskritisasi FDM yang sering dibandingkan yaitu orde dua dan orde empat.
Skema orde dua memiliki karakteristik sederhana dan pada umumnya stabil, sedangkan skema
orde empat dikembangkan untuk meningkatkan resolusi dan mengurangi kesalahan numerik
(Z. J. A. Wang, 2007). Perbedaan karakteristik tersebut menjadi dasar evaluasi terhadap
keandalan tiap skema dalam merepresentasikan fenomena fisik secara presisi. Analisis akurasi
pada aliran fluida memiliki peran yang sangat besar pada berbagai aplikasi teknik (Plogmann
et al.,, 2024). Meski demikian, optimalisasi sumber daya komputasi terhadap capaian yang
dituju harus dipertimbangkan agar simulasi tetap berjalan efektif. Oleh karena itu, artikel ini
bertujuan untuk meninjau dan mensintesis performa FDM orde dua dan orde empat dalam
memodelkan fenomena vortex shedding aspek akurasi dan computational cost.

Kebaharuan artikel ini terletak pada upaya mensintesis temuan dari berbagai penelitian
sebelumnya yang masing-masing memiliki fokus spesifik. Anderson & Reider (1996) mengkaji
formulasi stream function-vorticity untuk skema orde dua dan orde empat, tetapi tidak
membahas parameter gaya aerodinamika seperti bilangan Strouhal St, koefisien drag Cp, dan
koefisien lift C;. Sejumlah penelitian tidak secara eksplisit mengelompokkan hasil simulasi
berdasarkan orde akurasi, sehingga perbandingan langsung antar skema menjadi tidak mudah
dilakukan. C. Liu et al., (1998), Calhoun (2002) dan (Park et al., 1998) menerapkan metode
skema orde dua untuk memprediksi nilai St, Cp, dan C;, sedangkan Linnick & Fasel (2005)
menerapkan metode skema orde empat. Stilberg et al.,, (2006) telah menyajikan ketiga
parameter fisis tersebut untuk skema orde dua dan orde empat, tetapi belum mencakup rentang
bilangan Reynolds hingga 200. Oleh sebab itu, artikel ini bertujuan untuk menghubungkan
secara sistematis antara performa skema orde dua dan orde empat terhadap parameter stream
Sfunction-vorticity (( — w) serta nilai St, Cp, dan C; dalam satu kerangka tinjauan, yang mana
keempat aspek tersebut saling terkait erat dalam simulasi vortex shedding.

METODE PENELITIAN
Jenis Penelitian/Desain

Penelitian ini menggunakan pendekatan kuantitatif dengan desain komparatif untuk
membandingkan performa beberapa skema numerik pada simulasi vortex shedding. Metode
yang digunakan berupa studi literatur dengan data diperoleh dari jurnal, buku, serta hasil
penelitian terdahulu yang relevan.

Populasi dan Sampel
Populasi dalam penelitian ini adalah seluruh literatur ilmiah yang membahas metode
numerik berbasis FDM pada simulasi aliran fluida, khususnya fenomena vortex shedding.
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Sampel penelitian berupa literatur yang memuat parameter stream function-vorticity (Y — w),
St, Cp, dan C;, serta menyediakan informasi mengenai akurasi metode dan computational cost
yang digunakan dalam simulasi numerik.

Instrumen
Instrumen penelitian yang digunakan berupa kajian literatur yang digunakan untuk
mengidentifikasi dan membandingkan karakteristik masing-masing metode numerik pada
literatur yang dianalisis.
Tabel 1 Deskripsi Instrumen

Komponen Instrumen Deskripsi
Identitas literatur Penulis dan tahun publikasi
Skema numerik Skema orde dua dan orde empat
Parameter fisis Nilai (¥ — w), St, Cp, dan C;,

Computational Cost  Informasi kebutuhan grid dan waktu komputasi

Prosedur/Pengumpulan Data

Pengumpulan literatur dilakukan melalui penelusuran artikel dengan kata kunci seperti
"finite difference method", "second-order scheme", "fourth-order scheme", "vortex shedding",
"airfoil", "wake flow", "Strouhal number", dan “flow past cylinder”. Literatur dipilih melalui
tiga tahap, yaitu identifikasi awal berdasarkan judul dan abstrak, penyaringan berdasarkan
relevansi metode dan parameter kajian, serta ekstraksi temuan utama dari artikel terkait.

Analisis Data

Analisis dilakukan dengan mengulas karakteristik masing-masing metode secara
terpisah, kemudian dilanjutkan dengan perbandingan berdasarkan akurasi dan computational
cost. Akurasi ditinjau dengan membandingkan hasil simulasi pada sumber literatur acuan
terhadap data referensi lainnya, baik dari eksperimen maupun metode numerik lain
menggunakan parameter St, Cp, dan C;, (Kurtulus, 2016). Evaluasi cost dinilai dari kebutuhan
resolusi grid dan waktu komputasi.

HASIL DAN PEMBAHASAN
Hasil Penelitian
1. Karakteristik Vortex Shedding dalam Simulasi Numerik

Fenomena vortex shedding diawali oleh separasi lapisan batas pada permukaan suatu
benda tumpul, yang mana aliran tersebut tidak mampu mengikuti kontur permukaan dan
membentuk shear layer yang tidak stabil (J. Wang & Xiong, 2026). Shear layer yang telah
terlepas kemudian bergulung membentuk vorteks secara bergantian (alternating shedding) di
sisi kiri dan kanan objek dan menghasilkan osilasi tekanan periodik (Chen et al., 2025 ; J. Liu
et al., 2023). Dinamika vortex shedding sangat ditentukan oleh bilangan Reynolds (Re) sebagai
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parameter non dimensional yang merepresentasikan rasio antara gaya inersia dan gaya viskos
(Kumar et al., 2024).

PooUxD
Moo

Re = (D

Dengan D diameter, p,, densitas, U, kecepatan, dan p,, koefisien viskositas.

Seiring bertambahnya Re, aliran mengalami transisi dari steady menuju unsteady, yang
mana vorteks mulai muncul secara periodik setelah melewati Re kritis sekitar 40 hingga 50,
dan wake yang pada awalnya simetris berubah menjadi osilasi periodik yang kompleks (Chen
et al., 2025 ; Jordan & Fromm, 1972). Pada Re yang lebih tinggi, frekuensi shedding terus
meningkat hingga mencapai nilai asimtotik dari bilangan Strouhal, sementara wake
berkembang menjadi semakin kompleks dengan munculnya instabilitas tiga dimensi dan
transisi menuju turbulen yang mengindikasikan perubahan fundamental dalam struktur aliran
(Uralde-guinea et al., 2026).

2. Formulasi Numerik Skema Orde Dua-Orde Empat

Metode finite difference memiliki beberapa pendekatan diskretisasi, seperti forward
difference, backward difference, dan central difference. PDE yang mengandung fungsi aliran
dan vortisitas (0 — w) didiskritisasi menggunakan ekspansi deret Taylor melalui pendekatan
central difference (Aslan et al., 2018). Fungsi aliran dan vorticity merupakan parameter utama
dalam simulasi vortex shedding. Central difference lebih dominan digunakan karena memiliki
akurasi yang lebih tinggi dan error numerik yang lebih kecil.

Aproksimasi turunan pertama dan kedua pada skema eksplisit orde dua central
difference ditunjukkan pada persamaan (Hoffman & Chiang, 2000 ; Anderson & Reider, 1996):

of i+1 fi—l 2
_—=— 2
0x 2Ax +0(Ax) @

0*f  fi1—2fi+ fia

v I CUR (3)

Aproksimasi turunan pertama dan kedua pada skema eksplisit orde empat central
difference ditunjukkan pada persamaan (Hoffman & Chiang, 2000):

ﬁ _ —fi+z + 8fir1 — 8fi_1 + fiz
0x 12Ax

+ 0(Ax)* 4)

0°f _ —firz +16fis1 —30f+ 16fi1 — fis

ax? 1282 + oWy’ ©)
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Skema orde dua memiliki galat pemotongan O(4x?), sementara skema orde empat
memberikan galat yang jauh lebih kecil dengan orde O (4x*).

3. Pengaruh Orde Akurasi terhadap Parameter Fisis Vortex Shedding

Pendekatan fungsi aliran dan vortisitas (Y — w) digunakan untuk menyelesaikan
persamaan Navier-Stokes pada aliran inkompresibel dua dimensi (Tezduyar et al., 1990).
Persamaan Poisson yang menghubungkan @ dan w dapat ditulis dalam sistem koordinat
kartesian dan polar.

Persamaan Poisson non-dimensi dalam koordinat kartesian:

0% 9% (6)
b=~
0x% = 0y?

Persamaan transport vortisitas non-dimensi dalam koordinat kartesian:

ow ow dw 1 <azw+azw) (7)
ot 0x v@y ~ Re\0x? " 0y?

Persamaan Poisson non-dimensi dalam koordinat polar (Anderson & Reider, 1996):

r or

10 ( 61/1> 10% (8)
or/)  r2002
Persamaan transport vortisitas non-dimensi dalam koordinat polar:

dw 0w udw 119/ dw\, 10w 9)
§+”ra+7ﬁ—@(?a—r(ra—r)+r_zw>

Anderson & Reider (1996) melakukan studi komparasi skema central difference orde
dua, orde empat, dan hibrid untuk menghitung solusi persamaan Navier-Stokes aliran
inkompresibel di sekitar silinder sirkular dua dimensi. Skema hibrid yang dikembangkan
menerapkan akurasi orde kedua dalam perhitungan transpor vortisitas dan akurasi orde keempat
dalam penentuan stream function.
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Tabel 2. Galat Relatif Stream Function-Vorticity pada Re = 1000

Skema Ukuran grid Gal?t vo.rticity Galat vorticity pada Galat pada.
interior batas (boundary) stream function
Orde 32 x 128 0.068 0.116 0.015
empat 64 x 256 0.0054 0.0093 0.00086
128 x 512 0.00048 0.00039 0.00011
32 x 128 0.244 0.237 0.063
Orde dua 64 x 256 0.071 0.071 0.017
128 x 512 0.019 0.019 0.0044
32 x 128 0.204 0.145 0.059
Hibrid 64 x 256 0.041 0.025 0.011
128 x 512 0.0099 0.0060 0.0028

(Sumber: Anderson & Reider, 1996)

Proses periodik pada vortex shedding menghasilkan frekuensi pelepasan vorteks yang
dapat memicu getaran dan fluktuasi gaya angkat yang pada struktur (Kumar et al., 2024).
Frekuensi vorteks (f) dikuantifikasi dalam satuan bilangan Strouhal.

_fD (10)
St =7~

dengan frekuensi vorteks f, D diameter silinder dan U kecepatan aliran bebas. Bilangan
Strouhal mencerminkan keteraturan pola Von Karman vortex street di belakang silinder
(Baranyi & R L Lewis, 2006). Pada saat yang sama, distribusi vortisitas berpengaruh terhadap
medan tekanan di sekitar silinder melalui persamaan momentum dan berdampak pada
gaya hambat F), serta gaya angkat F; (Kostecki, 2011). Gaya hambat Fj, bekerja searah aliran
(berlawanan arah dengan gerak benda) dan gaya angkat F; bekerja tegak lurus aliran. Keduanya
dinormalisasi menjadi bentuk non dimensional sebagai (Xu et al., 2023 ; Li, 2025):

F,
Cp = 722 (1)
3 P U2D
F,
- (12)
7 P U2D
Tabel 3. Perbandingan St, Cj,, dan C; pada aliran unsteady yang melintasi silinder (Re =
100)
No Sumber Metode St Cp C,
1  Berger and Wille® Eksperimen 0.16-0.17
2 Roshko T Eksperimen 0.164
3 Williamson Eksperimen 0.166
Hammache & )
4 Gharib * Eksperimen 0.156
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. 1.350
5 (C.Liuetal., 1998) Orde dua (compact) 0.165 +0.012 0.339
6  (Calhoun, 2002) Orde d 0.175 1.330 0.298
alhoun, e dua . +0.014 .
7 (Parketal., 1998)  Orde dua (standard) 0.164* 1.33 0.3321
(Stilberg et al.,, Orde empat «
8 2006) (compact) 0.166 1.32 0.330
(Linnick & Fasel, Orde empat
9 2005) (compact) 0.166 1.34+£0.009 0.333
Tabel 4. Perbandingan St, Cp,, dan C; pada aliran unsteady yang melintasi silinder (Re =
200)
No Sumber Metode St Cp C,
1  Bergerand Wille®™ Eksperimen 0.18-0.19
2 Kovaznay T Eksperimen 0.19
3 Roshkof Eksperimen 0.19
4 Williamson Eksperimen 0.197
5 (Parketal., 1998)  Orde dua (standard) 0.197* - -
6 (C.Liuetal., 1998) Orde dua (compact)  0.192 1.31+0.049 0.69
(Stilberg et al.,, Orde empat " i i
7 2006) (compact) 1.968
(Linnick & Fasel, Orde empat
8 2005) (compact) 0.197 1.34+£0.044 0.69

Keterangan Tabel 3 dan 4:

* dikutip dari (Linnick & Fasel, 2005) ; T dikutip dari (Belov et al., 1995) ; *dikutip dari (C. Liu et al., 1998)
; *nilai estimasi berdasarkan persamaan yang menjadi rujukan perhitungan relasi St dan Re dalam
artikel terkait.

4. Computational Cost

Kualitas grid merupakan faktor penentu ketercapaian akurasi simulasi numerik
(Ghomizad et al., 2021). FDM dapat menghasilkan solusi numerik yang sangat akurat dalam
kondisi grid yang sesuai, terutama untuk bentuk geometris yang sederhana dan masalah aliran
(Guan et al., 2024). Tabel 2 menunjukkan bahwa, semakin halus grid yang diterapkan maka
semakin kecil galat relatif yang dihasilkan. Hal tersebut berlaku untuk semua skema yang
mencakup skema orde dua, orde empat, dan hibrid. Akurasi solusi numerik tersebut dapat
ditingkatkan lebih lanjut dengan menggunakan skema selisih orde tinggi (Guan et al., 2024).
Pada orde empat, galat relatif stream function kurang dari 1% dicapai dengan grid 64x256, yang
ukurannya lebih kecil satu tingkat dibandingkan yang diperlukan untuk metode orde kedua.

Komputasi formulasi orde dua membutuhkan waktu yang lebih singkat dibandingkan
formulasi orde empat (Aslan et al., 2018). Hal tersebut selaras dengan penelitian Anderson &
Reider (1996), yang mana skema orde 4 membutuhkan waktu komputasi 20% lebih besar dari
pada skema orde dua.
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Shen et al., (2009) melakukan komparasi tiga skema numerik yang mencakup skema
orde dua berbasis three-point stencil, skema orde empat oleh De Rango & Zingg, serta skema
orde empat yang dikembangkan secara mandiri.

Tabel 5. Langkah iterasi dan CPU time

Skema Langkah CPU time (s) Persentase (%)
Orde dua 218 62.9 100.0
Orde empat (De Rango & Zingg)® 218 66.0 104.9
Orde empat 218 70.3 111.1

(Sumber: Shen et al., 2009)

Keterangan Tabel 5:
m dikutip dari (Shen et al., 2009)

Tabel 5 menyajikan informasi mengenai konvergensi dan penggunaan CPU. Kondisi
konvergensi ditetapkan ketika residu maksimum lebih kecil dari 10713, Ketiga skema tersebut
memerlukan 218 langkah untuk mencapai kondisi konvergensi. Perbandingan waktu CPU
menunjukkan bahwa skema orde empat oleh De Rango & Zingg membutuhkan 4.9% lebih
banyak dibandingkan skema orde dua, sedangkan skema orde empat yang dikembangkan
membutuhkan 11.8% lebih banyak dibandingkan skema orde dua.

Pembahasan

Pada simulasi vortex shedding, akurasi skema numerik sangat sensitif terhadap gradien
vortisitas yang tajam di sekitar shear layer dan near-wake. Secara fundamental, formulasi FDM
orde dua dan orde empat memiliki galat pemotongan masing-masing O(Ax?) dan 0(Ax*).
stensil orde tinggi dapat mengurangi galat pembulatan yang mendominasi skema orde rendah
(Balakrishna & Schultz, 2021). Pada ukuran grid yang sama, skema orde empat menghasilkan
galat relatif yang jauh lebih rendah dibandingkan skema orde dua maupun hibrid, sebagaimana
ditunjukkan pada Tabel 2. Sebagai contoh, pada grid 64x256, galat vortisitas interior skema
orde dua mencapai 0.071, sementara skema orde empat hanya 0.0054. Temuan ini sepenuhnya
mendukung prediksi deret Taylor.

Ketika dikaitkan dengan parameter fisis vortex shedding, yaitu bilangan St, Cp, dan C,,
keunggulan skema orde empat terlihat pada bilangan Reynolds yang lebih tinggi. Pada Re =
100 (Tabel 3), skema orde empat oleh Linnick & Fasel (2005) menghasilkan St = 0.66, sama
dengan nilai eksperimen Williamson dan Roshko. Skema orde dua juga memberikan
nilai St dalam rentang eksperimen (0,164-0,175), namun dengan variasi yang lebih besar. Pada
parameter Cp, skema orde empat oleh Linnick & Fasel (2005) menghasilkan nilai 1.34 +
0.009, sedangkan skema orde dua C. Liu et al., (1998) mencatat 1.35 £+ 0.012 dan Calhoun
(2002) 1.33 + 0.014. Perbedaan antar skema pada Re = 100 relatif kecil. Hal tersebut
menunjukkan bahwa pada aliran dengan bilangan Reynolds rendah, disipasi numerik skema
orde dua masih dapat ditoleransi. Namun, pada Re = 200 (Tabel 4), perbedaan menjadi lebih
signifikan. Skema orde empat Linnick & Fasel (2005) menghasilkan St = 0.197, sama dengan
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nilai eksperimen Williamson. Sementara itu, skema orde dua C. Liu et al., (1998) menghasilkan
St = 0.192, lebih rendah sekitar 2.5%.

Konsistensi skema orde empat dalam mereproduksi nilai St yang tepat dengan
eksperimen pada dua bilangan Reynolds yang berbeda (0.166 pada Re = 100 dan 0.197
pada Re = 200) menunjukkan bahwa skema ini mampu menangkap dinamika vortex shedding
dengan tingkat akurasi tinggi. Temuan ini berkaitan dengan karakteristik disipasi numerik.
Skema diskritisasi sering menghasilkan disipasi numerik artifisial yang melebihi viskositas
fisik aktual. Skema orde empat dengan disipasi numerik yang jauh lebih kecil, mampu
mempertahankan struktur vorteks lebih lama dan menghasilkan frekuensi yang lebih akurat.
Disipasi tersebut menyebabkan vorteks kehilangan energi lebih cepat sehingga frekuensi
shedding yang terprediksi menjadi lebih rendah.

Selain aspek akurasi, metode numerik juga mempertimbangkan aspek penting lainnya
yaitu computational cost. Berdasarkan kebutuhan grid, untuk mencapai tingkat akurasi yang
sama, skema orde membutuhkan lebih sedikit grid dibandingkan dengan skema orde dua.
empat justru terletak pada efisiensi gridnya. Meskipun waktu komputasi untuk skema orde
empat sekitar 5-20% lebih lama dibandingkan skema orde dua pada grid yang sama (Anderson
& Reider, 1996 ; Shen et al., 2009), kebutuhan jumlah grid yang lebih sedikit jumlah dapat
mengompensasi tambahan waktu tersebut.

KESIMPULAN

Skema FDM orde dua memiliki keunggulan dalam kemudahan implementasi dan waktu
komputasi yang lebih rendah (sekitar 5-20% lebih cepat daripada orde empat), tetapi disipasi
numeriknya yang lebih besar menyebabkan akurasi menurun seiring meningkatnya bilangan
Reynolds. Sebaliknya, skema FDM orde empat menghasilkan galat relatif lebih kecil pada
ukuran grid yang sama, serta mampu mereproduksi nilai St dan Cp yang mendekati data
eksperimen, baik pada Re = 100 maupun Re = 200. Pada tingkat akurasi yang setara dengan
skeme orde dua, skema orde empat cukup menerapkan grid yang lebih kasar, sehingga efisiensi
komputasinya secara keseluruhan kompetitif meskipun waktu per iterasi sedikit lebih tinggi.

Kontribusi utama sintesis ini adalah menghubungkan secara langsung performa numerik
kedua skema dengan parameter fisis St, Cp, dan C; dalam satu kerangka tinjauan, serta
menunjukkan bahwa sensitivitas parameter fisis terhadap disipasi numerik berbeda-beda.
Keterbatasan sintesis ini adalah rentang Re yang ditinjau terbatas hingga 200. Penelitian
lanjutan direkomendasikan untuk mencakup Re yang lebih tinggi, mengembangkan skema
adaptif, serta menganalisis kebutuhan memori dan skalabilitas paralel dari masing-masing
skema.
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