e-ISSN: 2774-1729

Volume. 7 Nomor 1. Halaman 207-215
Publikasi Online: 16 Maret 2026

Jurnal Ilmiah Matematika

DOI: https://doi.ora/10.63976/jimat.v7i1.1296

Pelabelan Harmonis Ganjil Pada Graf Super Diamond (Gabungan
Graf Cycle C4 dan Graf Star)

I Gede Danur Prabawa Semara !, I Nengah Suparta?, Raphita Yanisari Silalahi®

L.23program Studi Pendidikan Matematika, Fakultas Matematika dan Ilmu Pengetahuan Alam,
Universitas Pendidikan Ganesha.
Email Corresponding Author : danur@student.undiksha.ac.id

Info Artikel ABSTRAK
. , . Teori graf merupakan salah satu cabang matematika diskrit yang terus
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- berkembang, khususnya pada kajian pelabelan graf yang memiliki peran
Kirim: 01/01/2026 penting dalam pengembangan struktur dan sifat graf tertentu. Penelitian
Terima: 30/01/2026 ini bertujuan untuk menentukan dan membuktikan bahwa graf Super
Publikasi: 31/03/2026 Diamond yang merupakan gabungan graf bintang (star) 2S, dan

(m — 1)S,,,, dimana m,n > 1, serta graf lingkaran (cycle) C,, memenuhi

Kata-kata kunci: sifat pelabelan harmonis ganjil. Metode penelitian yang digunakan adalah

Pelabelan graf; studi literatur sistematis dengan pendekatan teoretis-konseptual untuk
PGelanlan harmonis mengkaji definisi, sifat, serta teorema pelabelan harmonis ganjil pada
anjil;

berbagai kelas graf yang relevan. Hasil penelitian menunjukkan bahwa
graf Super Diamond 2S, U (m — 1)S,, U C, mn; m,n = 1 memenuhi
fungsi pelabelan harmonis ganjil, yaitu fungsi pelabelan titik yang bersifat
injektif dan menginduksi fungsi pelabelan sisi yang bersifat bijektif,
sehingga graf tersebut dikategorikan sebagai graf harmonis ganjil.
Keterbatasan penelitian ini terletak pada konstruksi graf lingkaran yang
masih dibatasi pada graf C,. Oleh karena itu, penelitian selanjutnya
direkomendasikan untuk mengkaji kemungkinan penerapan pelabelan
harmonis ganjil pada graf Super Diamond dengan pengembangan graf
lingkaran C,, dimana k merupakan bilangan genap positif kelipatan empat
0 (mod 4) selain 4.

Graf Super Diamond.

1. PENDAHULUAN

Teori graf merupakan salah satu cabang matematika diskrit yang memiliki relevansi
tinggi dengan berbagai fenomena dan permasalahan dalam kehidupan nyata (Ayu, et al., 2022).
Konsep graf telah banyak dimanfaatkan sebagai alat pemodelan untuk merepresentasikan serta
menganalisis struktur hubungan dalam berbagai konteks. Salah satu penerapan yang umum
dijumpai adalah pada peta jaringan penerbangan, yang memuat informasi mengenai bandara
dan rute penerbangan. Dalam kerangka teori graf, setiap bandara dapat direpresentasikan
sebagai titik (vertex), sedangkan rute penerbangan yang menghubungkan antarbandara
dimodelkan sebagai sisi (edge) (Budayana & Suparta, 2025). Secara umum, Graf G
didefinisikan sebagai suatu pasangan himpunan (V’E) yang dinyatakan dengan notasi G =
(V,E), dengan V merupakan himpunan titik (vertex) yang tidak kosong, sedangkan E adalah
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himpunan sisi (edge) yang masing-masing menghubungkan sepasang titik dalam graf tersebut
(Kristhina, et al., 2025).

Terdapat beberapa topik menarik dalam teori graf, salah satunya terkait dengan pelabelan
graf. Pelabelan merupakan salah satu topik pada teori graf yang masih terus berkembang
(Narita, et al., 2021). Salah satu pelabelan graf yang telah ditemukan yaitu pelabelan harmonis
yang diperkenalkan pertamakali oleh Graham dan Sloane pada tahun 1980 (Rahman, 2024).
Penelitian dari Sari & Budayasa (2023) mengemukakan sejumlah sifat yang dimiliki oleh
pelabelan harmonis ganjil dan membuktikan bahwa graf lingkaran C,, merupakan graf harmonis
ganjil jika dan hanya jika n = 0(mod 4).

Sejumlah penelitian selanjutnya juga membahas berbagai kelas graf yang memiliki sifat
harmonis ganjil. Penelitian dari Kolo, et al. (2023) menunjukkan bahwa gabungan graf
lingkaran (cycle) Cp,,, & e C, memenuhi pelabelan harmonis ganjil. Selanjutnya, Firmansah
(2019) membuktikan bahwa graf Bunga Double Quaditeral FDQ(m) dan FVDQ (m) dengan
m > 1 memenuhi pelabelan harmonis ganjil. Lebih lanjut yang menjadi acuan pengembangan
dari penelitian ini yakni dari Amri, et al. (2018) membuktikan bahwa gabungan graf bintang
(star) 2S,, dan graf lingkaran (cycle) C4, n, memenuhi sifat pelabelan harmonis ganjil, sehingga
termasuk dalam graf harmonis ganjil.

Secara umum, Graf G = (V,E) didefinisikan sebagai suatu struktur yang terdiri atas
himpunan simpul V' yang tidak kosong dan himpunan busur E yang bersifat opsional atau dapat
saja kosong. Setiap graf yang dapat diberi pelabelan harmonis ganjil disebut dengan graf
harmonis ganjil, yaitu graf dengan fungsi f:V(G) — {0,1,2,3, ..., q} yang bersifat injektif
sedemikian sehingga menginduksi suatu fungsi f*: E(G) = {1,3,5, ...,2q — 1} yang bersifat
bijektif, didefinisikan oleh f*(uv) = f(u) + f(v), dan fungsi f merupakan fungsi pelabelan
harmonis ganjil dari graf tersebut. Graf Super Diamond 25, U (m — 1)S,, U C, mn adalah
graf yang dibentuk dari sebanyak nm graf lingkaran C, dengan n simpul pusat persekutuan,
yaitu ag1,ag 32, .-, Qg m,dan ag 1. Pada penelitian ini akan ditunjukkan bahwa graf Super
Diamond 2S, U (m —1)S,, U C,mn;m,n = 1 memenuhi sifat pelabelan harmonis ganjil,
sedemikian sehingga graf tersebut adalah graf harmonis ganjil

2. METODE PENELITIAN

Jenis Penelitian

Penelitian ini merupakan penelitian kualitatif dengan desain studi literatur sistematis
(systematic literature study) yang bersifat teoretis-konseptual. Studi literatur sistematis
digunakan karena penelitian ini bertujuan untuk mengkaji, mengembangkan, dan membuktikan
konsep matematis dalam teori graf, khususnya terkait pelabelan harmonis ganjil, tanpa
melibatkan data empiris atau eksperimen. Hasil kajian literatur digunakan sebagai landasan
teoretis dalam merumuskan definisi, konstruksi graf, serta pembuktian teorema pada graf Super
Diamond 2S5, U (m — 1)S,,, U C,, mn memenuhi pelabelan harmonis ganjil.
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Teknik atau Prosedur Pengumpulan Data

Pengumpulan data dilakukan melalui penelusuran literatur secara sistematis
menggunakan basis data ilmiah dan sumber pustaka bereputasi, antara lain Google Scholar,
serta buku teks dan monograf di bidang teori graf. Didapatkan artikel utama yang menjadi
rujukan serta mengembangan dari penelitian ini adalah dari Amri, et al., (2018) yang membahas
terkait Pelabelan Harmonis Ganjil pada graf 2S,,(C4,n), serta beberapa artikel lainnya dari
Firmansah, (2020), Firmansah & Giyarti (2021) dan Firmansah, et al. (2023) yang membahas
terkait ood harmonius labeling atau pelabelan harmonis ganjil graf Bunga Double
Quadrilateral, Amalgamation of the Generalized Double Quadrilateral Windmill Graph, dan
Edge Amalgamation from Double Quadrilateral Graphs.

Teknik Analisis Data
Teknik analisis data dilakukan secara kualitatif deskriptif dan deduktif, dengan cara
mengkaji dan membandingkan konsep, definisi, serta teorema yang diperoleh dari literatur.
Hasil analisis digunakan untuk menyusun definisi graf Super Diamond 2S,, U (m — 1)S,, U
C, mn, mendefinisikan fungsi pelabelan pada titik dan sisi, serta merumuskan dan
membuktikan teorema pelabelan harmonis ganjil secara matematis dan sistematis.
Adapun tahapan analisis yang dilakukan dalam penelitian ini adalah sebagai berikut.
1. Melakukan kajian dan analisis mendalam untuk memahami definisi pelabelan harmonis
ganjil beserta sifat-sifat yang menyertainya.
2. Menyusun definisi, notasi titik, serta konstruksi graf Super Diamond yang akan menjadi
objek penelitian.
3. Mendefinisikan fungsi pelabelan pada titik dan sisi graf Super Diamond
4. Merumuskan teorema terkait pelabelan harmonis ganjil pada graf Super Diamond
5. Melakukan pembuktian teorema yang diperoleh secara matematis dan sistematis.

3. HASIL DAN PEMBAHASAN
Hasil Penelitian

Graf Super Diamond 2S5, U (m — 1)S,,, U C, mn dibentuk dari gabungan beberapa graf
dibawah berikut.
1. Graf lingkaran (Cycle)
Graf lingkaran adalah graf sederhana yang setiap simpulnya berderajat dua. Graf lingkaran
dengan simpul diberi simbol C,, (Tahil, et al, 2025).
2. Graf bintang (Star)
Graf bintang (Star) disebut dengan graf bipartisi komplit K; ;,, dan dinotasikan dengan S,
yang mempunyai order (n — 1) dan ukuran n (Budayana, et al., 2018).
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Gambar 1. Graf Lingkaran €4 dan Graf Bintang S,, dan S5,

Pengertian dan Kontruksi Graf Super Diamond 25, U (m —1)S,, U C,mn;m,n > 1)

Graf Super Diamond 2S, U (m —1)S,, U C, mn adalah graf yang dibentuk dari
gabungan graf bintang 25,, dan (m — 1)S,,, dengan graf lingkaran (cycle) C, , dimana setiap
daun dari graf bintang S,, pada sampul atas dan bawah, serta graf bintang (m — 1)S,,, pada
sampul penghubung antara m ke-1 dan ke-2, dst terhubung oleh sebanyak n X m graf cycle C,.
Berikut ini merupakan notasi simpul dari kontruksi graf Super Diamond 2S,, U (m — 1)S,,, U
C,mn;mmn = 1.

mke —1V(m=1) —»

mke—2V(m=2)-

. Yo - N P, - . Iy - ’ d
mke—mV(m=m)—> &c, ., ®» @&, ., B @ e » @ . »

Gambar 2. Notasi titik dari Kontruksi Graf Super Diamond 25, U (m — 1)S,,, U C, mn

Berikut merupakan pelabelan dan penotasian dari titik (vertex) dan sisi (edge) dari graf
Super Diamond diatas:
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Pelabelan Titik:
V() = {ao,p Qg2 > Aomy Ao, m+1- b1,1; ey bl,n' C1,10 - C1 d1,1' e dl,nr €21 €20 b2,1»
byniCa1s s Conyday s dyn, €21, s €20, b 1y ooy By s Con 15 ovis Cns A 15 w0y A

€m1s s €mn}

Penotasian Titik:

_ Ao,m» Ao,m+1

vie) = {bm,i, Coir Ao €mi 31 = 1,2,3, 0,10

Pelabelan Sisi:

EG) = {ao,1b1,1, » Q01010 D1,1€1,1,b1,1d 115 s D1 nCrmy D1 n@iny €811, A1 €105 wom
C1,n€1,n A1,n€1,m €1,1%0,2) -+ €1,nQ0,2) o,2D21) ) Q02027 D2 1€21, D2 1d3 1, -
bynCan bandan, €21€21,d21€21) ) C2n€20 A2 n€2n) €2100,3) ) €217 A0 3, -+v

o mbm,1s -+ Qo mbPmns bm1Cm, 1 b1 Qm1s o PmnCmns bnndmmn Cm1€m1»

dm,lem,ll ey Cm,nem,n' dm,nem,nr em,laO,m+1J ) em,nao,m+1}
Penotasian Sisi:

HOEEN
Dengan:
f*(aorm b, i) = f(ao,m) + f(bm,i)
[ (bmicmi) = f(bmi) + f(cmi)
f*(bmi dm)) = f(bmi) + f(dm 1)
frlemiemi) = f(cmi) + f(em 1)
frdmiemi) = f(dmi) + f(em )
f*(em:i ao,m+1) = f(em 1) + f(@o m+1)

Terkait banyaknya titik (vertex) yang dinotasikan dengan p adalah sebnayak 4nm +
(m+ 1) dan banyaknya sisi (edge) yang dinotasikan dengan q adalah sebanyak 6mn.

Aom bmi» Aom+1 €mi st = 1,2,3,...,n
m,iCm,i» bm,idm,i » Cm,i€m,i» dm,iem,i ;i=123,..,n

2mn

Sementara untuk pelabelan titik tertingginya adalah ! = 6nm dan pelabelan sisi (edge)

tertingginya adalah 12mn — 1. Selanjutnya rumus mencari bobot dari masing-masing
pelabelan titik (vertex) dan sisi (edge) pada graf Super Diamond 2S5, U (m — 1)S,, U C, mn
adalah sebagai berikut.

Tabel 1. Rumus Pelabelan Titik (vertex) pada Graf Super Diamond

Bobot Titik (V(G)) Nilai
f(ao, m) 6n(m — 1)
f(bw, 1) 6n(m — 1)+ 2i — 1;i = 1,2,3,...,n
flcm i) 6mn + 6i + 4;i = 1,2,3,...,n
fldn, 1) 6mn — 6i + 2;i = 1,2,3,...,n
flem i) émn — 2n+ 2i — 1;i = 1,2,3,...,n
f(@o, m+1) 6n(m)
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Tabel 2. Rumus Pelabelan Sisi (edge) pada Graf Super Diamond

Bobot Titik (E(G)) Rumus Nilai
f(ao,m bm, i) flagm) + f(bpi) 12mn—-12n+2i-1;i = 1,2,3,..n
[ (bryi €myi) f(bmi) + f(cm i) 12Zmn—6n—-4i+3;i =1,2,3,...,n
f (b, idmn, i) f(bm i) + f(dm i) 12mn—-6n-4i+1;i =1,2,3,...,n
f(cm i€mi) flcm i) + flemi) 12mn—-2n—-4i+3;i =1,2,3,...,n
fdmniemi) fdmi) + f(em i) 12Zmn—-2n—-4i+1;i =1,2,3,...,n
f(em i Qo m+1) flemi) + f(@oym+1) 12mn—2n+2i—-1;i =1,23,..,n

Contoh Pelabelan Pada Graf Terkait
Pada Graf 25; U S,,, U C,,6

Gambar 3. Pelabelan Titik dan Sisi dari Kontruksi Graf Super Diamond 253 U S¢ U C4, 6

Berdasarkan definisi sebelumnya, Graf Super Diamond 2853 U Sg U C4, 6 merupakan
kontruksi graf yang terbentuk dari gabungan graf bintang 253 dan S4 dengan graf lingkaran
(cycle) €4, dimana setiap daun dari graf bintang $3 pada sampul atas dan bawah, serta graf
bintang S¢ pada sampul penghubung antara m ke-1 dan ke-2 terhubung oleh sebanyak
n X myakni3 X 2 = 6 graf cycle C4. Dengan:

Banyaknya titik (p) =4nm+ (m+1) =4(3)(2)+3 =24+3 =27
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Banyaknya sisi (q) = 6nm = 6(3)(2) = 36
Pelabelan titik tertinggi = 6nm = 6(3)(2) = 36
Pelabelan sisi tertinggi = 12nm —1 =12(3)(2) -1 =71

Pembuktian Teorema Graf Harmonis Ganjil

Berikut akan dibuktikan bahwa graf Super Diamond 2S5, U (m —1)S,, U
C, mn memenuhi fungsi pelabelan harmonis ganjil sehingga graf Super Diamond 25, U
(m — 1)S,, U C, mn dikategorikan sebagai graf harmonis ganjil.

Teorema 1: Graf Super Diamond 25, U (m — 1)S,, U C, mn; m,n = 1 adalah graf harmonis
ganjil

Pembuktian 1

Secara definisi, berdasarkan masing-masing nilai dari pelabelan titik (vertex) dan
pelabelan sisi (edge) dari tabel 1 dan 2 sebelumnya ditunjukkan bahwa fungsi f memenuhi
pemetaan injektif sedemikian sehingga menginduksi fungsi f* yang bersifat bijektif serta
memenuhi defenisi pelabelan harmonis ganjil. Graf Super Diamond 2S, U (m — 1)S,, U
C, mn disebut sebagai graf harmonis ganjil.

Pembuktian 2
Secara analitik, pembuktian bahwa graf Super Diamond 25, U (m — 1)S,, U C,mn

adalah graf harmonis ganjil ditunjukkan sebagai berikut:
Diketahui bahwa pelabelan sisi tertinggi selalu terletak di f*(em,i @o, m+1), maka akan
dibuktikan bahwa bobot sisi f*(em,i @o, m+1) adalah 2q — 1 yang merupakan elemen terbesar
dari E(G).
Banyak sisi graf Super Diamond 2S,U(m-—1)S;,UC,mn = 6nm = q, dengan
mensubstitusikannya ke nilai dari bobot sisi f*(em, i o, m+1), maka didapat:
flemi) + f(ap,ms1) = 12mn — 2n +2i — 1
flem) + f(ag,msr) = 12mn — 2n +2(n) —1

= 2(6nm)—1

= 2q—1
Jadi dapat disimpulkan Teorema 1 terbukti benar yang artinya Graf Super Diamond 25, U
(m —1)S,, UC,mn;m,n =1 adalah graf harmonis ganjil.

Pembahasan

Hasil penelitian menunjukkan bahwa graf Super Diamond 25, U (m — 1)S,, U C,mn
memenubhi sifat pelabelan harmonis ganjil, yang ditandai dengan adanya fungsi pelabelan titik
yang bersifat injektif serta fungsi pelabelan sisi terinduksi yang bersifat bijektif. Temuan ini
sesuai dengan definisi pelabelan harmonis ganjil sebelumnya, sehingga secara teoretis graf
Super Diamond ini dapat dikategorikan sebagai graf harmonis ganjil.
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Hasil penelitian ini didukung oleh beberapa penelitian terdahulu yang membahas
pelabelan harmonis ganjil pada berbagai jenis gabungan beberapa graf. Amri et al. (2018)
menunjukkan bahwa gabungan graf bintang 25, dan graf lingkaran C,n memenuhi sifat
pelabelan harmonis ganjil. Penelitian inilah yang dikembangkan oleh peneliti sehingga
menghasilkan penelitian baru terkait pelabelan harmonis ganjil pada Super Diamond 25, U
(m —1)S,,, U C,. Selain itu, penelitian oleh Firmansah (2020), Firmansah dan Giyarti (2021),
serta Firmansah et al. (2023), Atmaja (2022), Atmaja & K (2021) membuktikan bahwa graf
bunga, graf windmill, dan graf hasil amalgamasi tertentu, graf sehati dan graf tangga segitiga
pita juga merupakan graf harmonis ganjil. Penelitian ini sebagai pendukung pendefinisian
penemuan pola graf harmonis ganjil yang dikembangkan.

Meskipun sejalan dengan penelitian terdahulu, penelitian ini memiliki kontribusi baru.
Kebaruan penelitian ini terletak pada pengenalan graf Super Diamond sebagai kelas graf baru
yang merupakan gabungan terstruktur antara graf bintang 2S5, dan (m — 1)S,, dan graf
lingkaran C, dengan pola penghubung tertentu. Selain itu, penelitian ini menyajikan pola
pelabelan harmonis ganjil yang berlaku umum untuk setiap pasangan bilangan n dan m,
sehingga memperluas cakupan kelas graf yang diketahui memenuhi sifat harmonis ganjil.
Penelitian ini tidak hanya memperkuat teori dan hasil penelitian sebelumnya, tetapi juga
memperkaya kajian pelabelan harmonis ganjil dengan menambahkan graf Super Diamond
25, U (m —1)S,, U Cymn;m,n = 1 sebagai kelas graf baru dari yang belum dibahas pada
penelitian-penelitian sebelumnya.

4. KESIMPULAN

Graf Super Diamond 2S, U (m —1)S;, UCymn; m,n = 1 merupakan suatu graf
terhubung yang secara umum dibentuk dari graf lingkaran (Cycle) dan graf bintang (star). Setiap
titik dan sisi pada graf Super Diamond memiliki pola pelebelan tersendiri yang selalu
menyesuaikan untuk setiap n,;m € N yang memenuhi syarat pelebelan dengan menggunakan
pelebelan harmonis ganjil, sesuai dengan yang dinyatakan dalam teorema 1. Pada
pengembangan graf ini penulis menyadari masih terdapat kekurangan, salah satunya penulis
membatasi pada graf lingkarannya (cycle) hanya sampai di C,. Sebagai bahan penelitian
selanjutnya, penulis memberi suatu masalah terbuka apakah berlaku pelabelan harmonis ganjil
apabila graf lingkaran (cycle) C, pada graf Super Diamond dikembangkan menjadi lingkaran
(cycle) Cy, dimana k merupakan bilangan genap positif kelipatan 0 (mod 4) selain 4.
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