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 Penelitian ini membahas efektifitas kendali penyuluhan masyarakat 
untuk pencegahan penyebaran Tuberkulosis (TB) di Jawa Timur. 
Tuberkulosis (TB) perlu dicegah penyebarannya di Jawa Timur dan di 
Indonesia umumnya karena laporan dari Global TB Report 2024, 
Indonesia menempati nomor dua di Dunia dalam hal kasus terinfeksi 
Tuberkulosis (TB). Penelitian dimulai dengan membentuk model 
matematika baru ,yang disebut dengan persamaan state, dengan cara 
menambahkan kendali baru yaitu penyuluhan masyarakat di kelas 
susceptible dan dibentuk fungsi tujuan baru untuk meminimalkan kelas 
terinfeksi Tuberkulosis (TB). Dengan prinsip Pontryagin kemudian 
dibentuk fungsi Hamiltonian. Selanjutnya dari fungsi Hamiltonian 
diperoleh persamaan costate dan fungsi kendali optimal. Proses 
dilanjutkan dengan menggunakan metode sweep step fordward diperoleh 
bentuk numerik dari persamaan state dan metode sweep step backward 
diperoleh bentuk numerik persamaan costate. Kemudian dengan 
menggunakan Runge-Kutta orde 4, dilakukan simulasi numerik dengan 
menggunakan data-data pada penelitian terdahulu. Simulasi 
menggunakan software Matlab tersebut menghasilkan bahwa kendali 
penyuluhan masyarakat dapat menurunkan persentase individu terinfeksi 
Tuberkulosis (TB). Penurunan ini mengakibatkan persentase individu 
yang membutuhkan pengobatan Tuberkulosis (TB) juga mengalami 
penurunan. Karena persentase individu yang diobati menurun maka 
persentasi individu yang sembuh dari Tuberkulosis (TB) juga menurun 
akibat tidak adanya individu yang terinfeksi Tuberkulosis (TB). Oleh 
karena itu, disimpulkan kendali penyuluhan masyarakat efektif 
mencegah penyebaran Tuberkulosis (TB) di Jawa Timur. 
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1. PENDAHULUAN  

 Tuberkulosis (TB) adalah penyakit menular yang pada umumnya menyerang paru-
paru dan diakibatkan oleh bakteri Mycobacterium tuberculosis tetapi dapat juga oleh M. 
canetti, M.microti, M.africanum dan M. bovis meskipun jarang terjadi.Mycobacterium 
merupakan basil tahan asam (BTA), memiliki dinding sel yang khas dan sangat kompleks. 
Bekteri ini dapat mati jika terkena suhu 80!C selama 5 menit dan mudah mati jika terkena 
sina ultraviolet, tapi bakteri ini dapat bertahan selama berbulan-bulan pada lingkugan dengan 
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suhu kamar dan ruangn yang lembab (Annashr et al., 2022). Kemampuan menular dan 
bertahan dalam waktu yang lama menyebabkan penyakit ini sangat berbahaya dan dapat 
berakibat fatal jika tidak dicegah penyebarannya atau tidak diberi penanganan yang tepat 
(Sukarsih et al., 2023). Hal ini tercermin dari dari kejadian Tuberkulosis (TB) di Indonesia 
bahwa berdasarkan Global TB Report 2024, Indonesia menempati posisi kedua dunia dalam 
hal beban kasus TBC setelah India. Diperkirakan terdapat 1.090.000 kasus TBC dan 125.000 
kematian setiap tahun, yang berarti ada sekitar 14 kematian setiap jamnya. Pada tahun 2024, 
ditemukan sekitar 885 ribu kasus TBC, dengan distribusi yang menunjukkan bahwa 496 ribu 
kasus terjadi pada laki-laki, 359 ribu pada perempuan, serta 135 ribu kasus pada anak-anak 
usia 0-14 tahun. Statistik ini menegaskan urgensi peningkatan upaya pencegahan dan 
pengobatan di seluruh wilayah Indonesia (Kemenkes RI, 2025). Beradasarkan hal tersebut 
maka perlu dilakukan penelitian untuk mencegah penyebaran penyakit Tuberkulosis (TB). 
Pemodelan matematika merupakan salah satu cara yang terbaik dalam mempelajari 
penyebaran suatu penyakit dan kombinasi dengan aplikasi kendali optimal merupakan salah 
satu cara meneliti yang terbaik untuk mencegah suatu penyakit menyebar lebih luas. 

Beberapa penelitian model matematika tentang penyebaran Tuberkulosis (TB) 
diantaranya penelitian kestabilan penyebaran Tuberkulosis (TB) dengan metode Lyapunov 
menggunakan model SEIR, dengan hasil vaksin dapat mencegah penyebaran Tuberkulosis 
(TB) (Fadillah, 2023). Hasil yang sama dengan model SEIR jug amenghasilkan bahwa 
mencegah penyebaran Tuberkulosis (TB) dengan obat, meningkatkan kekebalan tubuh, dan 
masker (Nafisah & Adi, 2024). Penelitian lain yang juga menggunakan vaksin dan 
pengobatan juga telah dilakukan dengan model SVEITR agar penyebaran Tuberkulosis (TB) 
dapat dicegah.(Hamdin et al., 2025). Model yang lain juga telah dilakukan untuk untuk 
mempelajari Tuberkulosis (TB) yaitu dengan model SVEIL dengan hasil vaksinasi dapat 
mencegah penyabaran Tuberkulosis (TB) (Harianto & Tuturop, 2023). Penelitian lain yang 
menggunakan model SEITR menghasilkan pengobatan dan vaksinasi dapat membantu 
menekan penyebaran pengobatan dan vaksinasi (Muniroh, 2025). Penelitian lain tentang  
model matematika juga telah dilakukan dengan hasil bahwa jika pengobatan dimaksimalkan 
dan laju kelahiran di tekan maka suatu daerah akan bebas dari  penyebaran Tuberkulosis (TB) 
(Sulistiyowati & Abadi, 2023). Model SVIR dengan upaya vaksinasi dan pembatasan kontak 
juga telah dilakukan dengan hasil upaya tersebut dapat menekan penyebaran Tuberkulosis 
(TB) (Nugroho et al., 2023). Selanjutnya, penelitian yang sama yaitu model SVIR upaya 
vaksinasi dan menekan laju kontak dengan penderita untuk mencegah penyebaran penyakit 
Tuberkulosis (TB) dengan model SVIR juga telah dilakukan dengan hasil bahwa upaya 
tersebut dapat mencegah penyebaran Tuberkulosis (TB) (Putri & Abadi, 2024).  Penelitian 
lain yang mengaitkan antara penderita Tuberkulosis (TB) terinfeksi COVID-19 juga telah 
dilakukan dengan hasil bahwa pengobatan dapat mencegah penyebaran kedua penyakit 
tersebut (Safira Putri Islamiati et al., 2023). Penelitian lain tentang penyebaran Tuberkulosis 
(TB) menggunakan model SIR untuk daerah Jepara dengan hasil pada penelitian ini yaitu 
terdapat satu orang terinfeksi dapat menginfeksi rata-rata 28 orang (Bahari et al., 2023). 
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Sementara itu, penelitian penyebaran Tuberkulosis (TB) dengan model SITR telah dilakukan 
untuk daerah Jawa timur dengan menganalisa laju pengobatan dan hasil yang diperoleh bahwa 
di provinsi Jawa Timur Tuberkulosis (TB) berpotensi mewabah dengan cakupan lebih luas 
sehingga perlu upaya untuk mencegah dan mengendalikan penyakit ini (F. Y. Sari et al., 
2024). Berdasarkan seluruh penelitian yang menggunakan model matematika untuk meneliti 
penyebaran Tuberkulosis (TB) dapat disimpulkan bahwa penyakit ini dapat dicegah 
penyebarannya tapi penelitian-penelitian ini belum ada yang menggunakan tambahan kendali 
optimal dalam upaya pencegahan penyakit Tuberkulosis (TB). Penelitian dari (F. Y. Sari et 
al., 2024) telah menyatakan bahwa perlu upaya untuk mengendalikan penyebaran 
Tuberkulosis (TB) sehingga perlu penelitian gabungan model matematika dan kendali optimal 
untuk mencegah penyabaran penyakit ini. 

Penelitian-penelitian yang terkait dengan aplikasi kendali optimal dengan model 
matematika untuk pencegahan Tuberkulosis (TB) diantaranya yaitu penelitian dengan model 
matematika SVITR dengan kendali vaksinasi dan penyuluhan masyarakat dari hasil penelitian 
diperoleh bahwa kedua kendali tersebut dapat menurunkan dengan efektif kasus Tuberkulosis 
(TB)(Ochieng, 2025). Penelitian yang lain juga berkaitan dengan pencegahan penyebaran 
Tuberkulosis (TB) dengan model matematika SVEIR dengan kendali penyuluhan masyarakat 
dan pengobatan dengan hasil pada penelitian ini yaitu kedua kendali atau gabungan kedua 
kendali ini kunci utama untuk mengendalikan penyakit Tuberkulosis (TB) (Alfiniyah et al., 
2025). Penelitian lain tentang aplikasi kendali optimal dalam mencegah penyebaran 
Tuberkulosis (TB) dengan kendali vaksinasi dan pengobatan menghasilkan bawah kedua 
kendali yang diteliti pada penelitian ini dapat mengendalikan penyebaran Tuberkulosis (TB) 
di kota Semarang (Mahardika & Kartika, 2024). Penelitian pengendalian penyebaran 
Tuberkulosis (TB) juga telah dilakukan dengan hasil kendali vaksinasi, kendali deteksi, dan 
pengobatan dapat mencegah penyebaran Tuberkulosis (TB) (Peter et al., 2024). Penelitian 
tentang kendali optimal pada COVID-19 dan Tuberkulosis (TB)  co-infection juga telah 
dilakukan dengan kendali vaksinasi dan diperoleh hasil bahwa vaksinasi dapat mengurangi 
infeksi Tuberkulosis (TB)  pada manusia (Diabaté et al., 2024). Berdasarkan pembahasan 
penelitian-penelitian terdahulu tentang aplikasi kendali optimal untuk pencegahan penyebaran 
Tuberkulosis (TB). Secara umum telah banyak diteliti efektifitas vaksinasi, dan pengobatan 
dalam berbagai scenario dan berbagai model di berbagai lokasi. Sementara itu penelitian 
tentang efek kampanye kesehatan masyarakat yang akan menurunkan penyebaran 
Tuberkulosis (TB) belum banyak dilakukan. Selanjutnya, masih sedikit penelitian-penelitian 
tentang aplikasi kendali untuk mencegah penyebaran Tuberkulosis (TB) di daerah Jawa Timur 
karena berdasarkan penelitian (F. Y. Sari et al., 2024), Tuberkulosis (TB) memiliki potensi 
mewabah di Jawa timur sehingga perlu dikendalikan penyebarannya. 

Oleh karena itu, penelitian ini akan meneliti suatu kendali yang masih jarang diteliti 
yaitu kendali penyuluhan masyarakat. Kendali ini akan diberikan di kelas 𝑆(𝑡) (Susceptible) 
dimana pemberian kendali ini sebagai pencegahan sedini mungkin untuk mencegah 
penyebaran Tuberkulosis (TB). Sehingga penelitian ini bertujuan untuk meneliti atau 

https://doi.org/10.63976/jimat.v6i2.1120


  
                                    e-ISSN: 2774-1729 

                                                               Volume. 6.  Nomor 2.  Desember 2025 
                                                                                               Halaman:  862-874 

DOI: https://doi.org/10.63976/jimat.v6i2.1120   
 
 

Page | 865 
 

menganalisa keefektifan kendali penyuluhan masyarakat dalam upaya menurunkan jumlah 
orang terinfeksi Tuberkulosis (TB). Selanjutnya untuk mendapatkan hasil tersebut maka 
dalam penelitian ini akan diaplikasikan prinsip Pontryagin dengan metode sweep forward-
backward. Kemudian akan menggunakan metode Runge-Kutta orde 4 untuk simulasi 
numerik. Kaefektifan dari kendali penyuluhan masyarakat akan bahaya Tuberkulosis (TB) 
diharapkan akan memberi gambaran bagi pihak-pihak terkait dalam upaya mencegah 
sekaligus menurunkan jumlah orang terinfeksi Tuberkulosis (TB). 
 
2. METODE PENELITIAN  

    Penelitian ini dilakukan dengan mengikuti beberapa tahapan yang di susun mulai 
dari pembentukan model matematika sampai dengan simulasi numerik dan terakhir penarikan 
kesimpulan. Pembentukan model matematika pada penelitian ini yaitu dengan memodifikasi 
model matematika penyebaran Tuberkulosis (TB) yang telah ada dari penelitian (F. Y. Sari et 
al., 2024) yaitu 
𝑑𝑆(𝑡)
𝑑𝑡 = 𝛼𝑁 − 𝑆(𝑡) ,

𝛽𝐼(𝑡)
𝑁 + 𝜇1																																																																																																					(1𝑎) 

𝑑𝐼(𝑡)
𝑑𝑡 =

𝛽𝑆(𝑡)𝐼(𝑡)
𝑁 − 𝐼(𝑡)(𝜖 + 𝜃)																																																																																																					(1𝑏) 

𝑑𝑇(𝑡)
𝑑𝑡 = 𝜖𝐼(𝑡) − 𝑇(𝑡)(𝛾 + 𝜃)																																																																																																												(1𝑐) 

𝑑𝑅(𝑡)
𝑑𝑡 = 𝛾𝑇(𝑡) − 𝑅(𝑡)𝜇																																																																																																																					(1𝑑) 

dengan jumlah populasi yaitu  
       𝑁 = 𝑆(𝑡) + 𝐼(𝑡) + 𝑇(𝑡) + 𝑅(𝑡). 

Keterangan notasi yang digunakan yaitu : 
𝑁   : Total populasi.  
𝑆(𝑡) :  Banyak individu rentan dalam waktu tertentu 
𝐼(𝑡)  : Banyak individu terinfeksi dalam waktu tertentu. 
𝑇(𝑡) : Banyak individu penderita yang terobati dalam waktu tertentu. 
𝑅(𝑡) : Banyak individu sembuh dalam waktu tertentu. 
𝛼  : Laju populasi penduduk. 
𝜇  : Laju kematian alami. 
𝛽  : Laju individu terinfeksi. 
𝜃  : Laju kematian akibat tuberculosis. 
𝜖  : Laju individu terinfeksi diberi treatment. 
𝛾   : Laju individu berhasil treatment. 

Asumsi yang berlaku untuk Persamaan (1a)-(1d), menurut (F. Y. Sari et al., 2024) 
adalah jumlah tingkat kelahiran dan jumlah tingkat kematian alami memiliki nilai yang sama; 
terdapat orang yang meninggal secara alami karena faktor penyakit lain dan faktor usia; 
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kompartemen/kelas 𝐼(𝑡) (infected) dipengaruhi tingkat penyebaran atau penularan, dan ada 
hubungan antara rentan dan terinfeksi. 

Langkah pertama, Persamaan (1a)-(1d) akan di modifikasi dengan menambahkan 
kendali penyuluhan masyarakat yang akan disimbolkan dengan 𝑢(𝑡) maka akan didapatkan 
model matematika baru 𝑆𝐼𝑇𝑅 penyebaran Tuberkulosis (TB) di Jawa Timur, model 
matematika baru ini dinamakan persamaan state. Kendali 𝑢(𝑡) ini akan ditambahkan ke 
dalam kelas 𝑆(𝑡), kendali ini akan berbentuk proporsi sehingga akan berbentuk =1 − 𝑢(𝑡)>. 
Kendali ini diletakkan di kelas 𝑆(𝑡) sebab penyuluhan masyarakat perlu diberikan sedini 
mungkin kepada masyarakat sebelum terinfeksi Tuberkulosis (TB). Setelah pembentukan 
model, selanjutnya akan dibentuk fungsi tujuan yang akan meminimalkan banyak individu 
terinfeksi Tuberkulosis (TB).  

Langkah berikutnya, setelah dibentuk model matematika dengan pemberian kendali 
𝑢(𝑡) dan dibentuk fungsi tujuan, dengan menggunakan prinsip Pontryagin akan dibentuk 
fungsi Hamiltonian berdasarkan model matematika kendali 𝑢(𝑡) dan fungsi tujuan. Fungsi 
Hamiltonian yang dibentuk akan digunakan untuk membentuk persamaan costate dan untuk 
mendapatkan kendali optimal penyuluhan masyarakat. Berikutnya, dengan menggunakan 
metode sweep forward-backward, akan dibentuk numerik dari persamaan state dengan 
forward steep dan untuk bentuk numerik dari persamaan costate akan digunakan backward 
steep (Lenhart & Workman, 2007). 

Selanjutnya, dengan bantuan metode Runge-Kutta orde 4 akan dilakukan simulasi 
numerik (Nisa & Syata, 2024). Simulasi numerik dilakukan dengan menggunakan data-data 
yang diperoleh dari (F. Y. Sari et al., 2024). Hal ini dilakukan agar mendapatkan 
perbandingan hasil antara sebelum diberi kendali dan setelah diberi kendali. Terakhir, 
berdasarkan hasil simulasi numerik akan dianalisa hasilnya dan disusun kesimpulan akhir 
untuk mengukur efektif atau tidak penggunaan kendali penyuluhan masyarakat dalam 
pencegahan penyebaran Tuberkulosis (TB) di Jawa Timur. 

3. HASIL DAN PEMBAHASAN  

Hasil Penelitian 

Model Matematika dengan Kendali Penyuluhan Masyarakat 
Model matematika penyebaran Tuberkulosis (TB) tanpa kendali pada Persamaan (1a)-

(1d) akan diberikan kendali penyuluhan masyarakat (𝑢(𝑡)), kendali ini akan ditambahkan di 
kelas 𝑆(𝑡). Kendali ini akan berbentuk proporsi sehingga model matematika pada Persamaan 
(1a)-(1d) menjadi, 
𝑑𝑆(𝑡)
𝑑𝑡 = 𝛼𝑁 − 𝛽=1 − 𝑢(𝑡)> ,

𝑆(𝑡)𝐼(𝑡)
𝑁 1 − 𝜇𝑆(𝑡)																																																																									(2𝑎) 

𝑑𝐼(𝑡)
𝑑𝑡 =

𝛽=1 − 𝑢(𝑡)>𝑆(𝑡)𝐼(𝑡)
𝑁 − 𝐼(𝑡)(𝜖 + 𝜃)																																																																																(2𝑏) 
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𝑑𝑇(𝑡)
𝑑𝑡 = 𝜖𝐼(𝑡) − 𝑇(𝑡)(𝛾 + 𝜃)																																																																																																												(2𝑐) 

𝑑𝑅(𝑡)
𝑑𝑡 = 𝛾𝑇(𝑡) − 𝑅(𝑡)𝜇																																																																																																																					(2𝑑) 

Fungsi tujuan yang dibentuk sebagai berikut : 

𝐽=𝑢(𝑡)> = A ,𝑐"𝐼(𝑡) +
𝑐#𝑢(𝑡)#

2 1

$!

!

𝑑𝑡																																																																																																	(3) 

dengan 𝑐" dan 𝑐# adalah nilai-nilai parameter. 
Selanjutnya dengan prinsip Pontryagin akan digunakan untuk membentuk fungsi 

Hamiltonian, persamaan costate dan mendapatkan kendali optimal penyuluhan masyarakat. 
Berdasarkan Persamaan (2) dan (3) akan dibentuk Fungsi Hamiltonian sebagai berikut : 

𝐻 =	,𝑐"𝐼(𝑡) +
𝑐#𝑢(𝑡)#

2 1 + 𝜆" E𝛼𝑁 − 𝛽=1 − 𝑢(𝑡)>,
𝑆(𝑡)𝐼(𝑡)

𝑁 1 − 𝜇𝑆(𝑡)F 

+𝜆# ,
%&"'((*),-(*).(*)

/
− 𝐼(𝑡)(𝜖 + 𝜃)1 + 𝜆0=𝜖𝐼(𝑡) − 𝑇(𝑡)(𝛾 + 𝜃)>  

											+𝜆1(𝛾𝑇(𝑡) − 𝑅(𝑡)𝜇)																																																																																																																			(4) 
Langkah berikutnya, berdasarkan prinsip Pontryagin  adalah membentuk persamaan 

costate dari Persamaan (4) yaitu 

𝜆̇" = −
𝜕𝐻
𝜕𝑆(𝑡) =

𝜆"𝛽=1 − 𝑢(𝑡)>𝐼(𝑡)
𝑁 + 𝜆"𝜇 −

𝜆#𝛽=1 − 𝑢(𝑡)>𝐼(𝑡)
𝑁 																																										(5𝑎) 

𝜆̇# = −
𝜕𝐻
𝜕𝐼(𝑡) = −𝑐" +

𝜆"𝛽𝑆(𝑡)=1 − 𝑢(𝑡)>
𝑁 −

𝜆#𝛽𝑆(𝑡)=1 − 𝑢(𝑡)>
𝑁 + 𝜆#(𝜖 + 𝜃) − 𝜆0𝜖					(5𝑏) 

𝜆̇0 = −
𝜕𝐻
𝜕𝑇(𝑡) = 𝜆0(𝛾 + 𝜃) − 𝜆1𝛾																																																																																																			(5𝑐) 

𝜆̇1 = −
𝜕𝐻
𝜕𝑅(𝑡) = 𝜆1𝜇																																																																																																																											(5𝑑) 

Setelah diperoleh persamaan costate, berikutnya berdasarkan fungsi Hamiltonian di 
Persamaan (4), maka diperoleh 

0 =
𝜕𝐻
𝜕𝑢(𝑡) = 𝑐#𝑢(𝑡) +

𝜆"𝛽𝑆(𝑡)𝐼(𝑡)
𝑁 −

𝜆#𝛽𝑆(𝑡)𝐼(𝑡)
𝑁  

Sehingga diperoleh  

𝑢(𝑡) = −
𝛽𝑆(𝑡)𝐼(𝑡)
𝑐#𝑁

(𝜆" − 𝜆#) 

Maka fungsi kendali yang optimal dapat dinyatakan sebagai berikut 

𝑢∗ = maxN0,𝑚𝑖𝑛 E1,−
𝛽𝑆(𝑡)𝐼(𝑡)
𝑐#𝑁

(𝜆" − 𝜆#)FS . 
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Kendali optimal diatas merupakan kendali optimal yang didapat menggunakan prinsip 
Pontryagin  untuk kasus penyebaran Tuberkulosis (TB) di Jawa Timur dengan persamaan 
state dan persamaan costate pada persamaan (2a)-(2d) dan (5a)-(5d). 

Simulasi Numerik 
Setelah dibentuk persamaan state untuk kasus penyebaran Tuberkulosis (TB) di Jawa 

Timur pada Persamaan (2a)-(2d)  dan persamaan costate pada Persamaan (5a)-(5d), serta telah 
diperoleh fungsi kendali optimal penyuluhan masyaraka. Selanjutnya akan dilakukan simulasi 
numerik. Simulasi numerik akan dilakukan dengan menggunakan software Matlab. Simulasi 
numerik akan dilakukan dengan menggunakan data-data yang didapat dari penelitian (F. Y. 
Sari et al., 2024). data-data tersebut disajikan pada tabel berikut : 

Tabel 1. Variabel dan Parameter 
Simbol                                Nilai 

																						𝜇                                     0.95	
																						𝛼                                     0.985	
																						𝜃                                     0.0209	
																						𝛾                                     0.85	
																						𝛽                                     0.5	
																						𝜖                                     0.5	
																		𝑆(𝑡)                                   39978776	
																		𝐼(𝑡)                                    23628	
																		𝑇(𝑡)                                   18565	
																		𝑅(𝑡)                                   39265	
																		𝑁(𝑡)                                  40060234 

Sumber : Sari et al., 2024 

Sebelum melakukan simulasi numerik, perlu terlebih dahulu untuk mendapatlan solusi 
persamaan (2a)-(2d) dan Persamaan (5a)-(5d). Oleh karena Persamaan (2a)-(2d) dan (5a)-(5d) 
berbentuk nonlinier yang sulit diselesaikan secara analitik, maka perlu diselesaikan 
menggunakan metode Runge-Kutta orde 4 dan selanjutnya penyelesaian menggunakan iterasi 
numerik. Penyelesaian dibagi atas dua langkah yaitu forward step untuk persamaan state dan 
backward step untuk persamaan costate.  

Forward step untuk persamaan state dengan metode Runge kutta orde 4 yaitu dengan 
𝑀3,5 sebagai notasi 6-(*)

6*
, notasi 𝑀3,. untuk 6.(*)

6*
, notasi 𝑀3,$ untuk 6$(*)

6*
 , notasi 𝑀3,7 untuk 

67(*)
6*

, dengan 𝑘 = orde ke-𝑘.  Maka forward step orde pertama yaitu 

𝑀",5 = 𝛼𝑁 − 𝛽(1 − 𝑢8) W
𝑆8𝐼8
𝑁 X − 𝜇𝑆8 

𝑀",. =
𝛽(1 − 𝑢8)𝑆8𝐼8

𝑁 − 𝐼8(𝜖 + 𝜃) 

𝑀",$ = 𝜖𝐼8 − 𝑇8(𝛾 + 𝜃) 
𝑀",7 = 𝛾𝑇8 − 𝑅8𝜇 
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Proses dilakukan sampai forward step orde 4. 
Selanjutnya, untuk persamaan costate dinotasikan 𝜆" = 𝜆𝑆9 , 𝜆# = 𝜆𝐼9 , 𝜆0 = 𝜆𝑇9 , 𝜆1 =

𝜆𝑅9 dan disimbolkan juga untuk notasi 𝑁3,- untuk 𝜆̇", notasi 𝑁3,. untuk 𝜆̇#, notasi 𝑁3,$ untuk 
𝜆̇0, dan notasi 𝑁3,7 untuk 𝜆̇1, dengan 𝑘 = orde ke-𝑘.  Maka backward step orde pertama yaitu 

𝑁",- =
𝜆𝑆9𝛽=1 − 𝑢9>𝐼9

𝑁 + 𝜆𝑆9𝜇 −
𝜆𝐼9𝛽=1 − 𝑢(𝑡)>𝐼9

𝑁  

𝑁",. = −𝑐" +
:-"%-"&"'(",

/
− :."%-"&"'(",

/
+ 𝜆𝐼9(𝜖 + 𝜃) − 𝜆𝑇9𝜖          

𝑁",$ = 𝜆𝑇9(𝛾 + 𝜃) − 𝜆𝑅9𝛾	 
𝑁",7 = 𝜆𝑅9𝜇 
Proses diatas dilakukan sampai backward step orde 4. 

Setelah dibentuk forward step dan backward step sampai orde 4 untuk persamaan state 
dan persamaan costate. Maka dilakukan simulasi numerik dengan langkah-langkah sebagai 
berikut : 
Langkah 1   :   
Diambil tebakan awal nilai 𝑢∗ untuk 𝑡 ∈ [0, 𝑇;]. 
Langkah 2 :  
Digunakan nilai awal nilai 𝑢∗  pada langkah 1 untuk persamaan state (2a)-(2d), kemudian 
diselesaikan forward-step untuk sistem persamaan state menggunakan skema Runge Kutta 
orde 4. 
Langkah 3  :  
Dengan menggunakan nilai batas costate 𝜆=𝑇;> = 0 dan nilai kendali 𝑢 dan nilai state dari 
langkah 2, diselesaikan backward-step untuk persamaan costate (5a)-(5d) menggunakan 
skema Runge Kutta orde 4. 
Langkah 4  :  
Diulang langkah iterasi dengan memperbaharui nilai 𝑢∗ dengan memasukkan nilai state dan 
costate yang baru ke Persamaan (3). 

Simulasi dilakukan dengan menggunakan data-data pada tabel 1. Simulasi numerik 
dilakukan dengan membatasi fungsi kendali yaitu  𝑢<8= < 𝑢 < 𝑢<>?	 dengan 𝑢<8= = 0,1 dan 
𝑢<>? = 0,9. Dan dilakukan dengan dua kondisi yaitu dengan tanpa kendali yaitu (𝑢(𝑡) = 0) 
dan dengan kendali yaitu (𝑢(𝑡) ≠ 0). Waktu yang dipakai pada simulasi numerik di 
penelitian ini di mulai dari 0 hari sampai 100 hari.   

Hasil simulasi numerik untuk kelas 𝑆(𝑡), 𝐼(𝑡), 𝑇(𝑡), 𝑅(𝑡) pada kasus penyebaran 
Tuberkulosis (TB) di Jawa Timur ditampilkan pada grafik setiap kelas. Grafik-grafik hasil 
simulasi numerik sebagai berikut : 
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Gambar 1. Grafik kelas 𝑆(𝑡) 

Pada gambar 1 diperoleh grafik kelas 𝑆(𝑡) pada waktu 0 sampai 100 hari untuk 
kondisi dengan kendali dan tanpa kendali. Pada grafik tampak bahwa kendali yaitu 
penyuluhan masyarakat tentang bahaya Tuberkulosis (TB) belum menunjukkan hasil di kelas 
𝑆(𝑡). Dapat dilihat bahwa persentase meningkat seiring waktu terjadi peningkatan dimulai 
dari waktu 0 sampai kurang dari sekitar 10 hari dan kemudian konstan sepanjang waktu 
dimulai kurang dari 20 hari sampai hari ke 100.  Hal ini dapat dipahami bahwa pada kelas 
𝑆(𝑡) semua individu yang hidup dan baru lahir akan dimasukkan sebagai individu rentan, 
factor lain dapat dilihat dari table bahwa angka kelahiran lebih tinggi dari angka kematian 
yang menyebabkan grafik mengalami peningkatan dan pada model ini belum ada kematian 
akibat Tuberkulosis (TB) di kelas 𝑆(𝑡). Sehingga semua individu akan diberikan penyuluhan 
masyarakat akan bahaya atau pencegahan Tuberkulosis (TB). 

 
 
 
 
 
 
 
 

Gambar 2. Grafik kelas 𝐼(𝑡) 

Gambar 2 merupakan grafik kelas individu yang terinfeksi Tuberkulosis (TB). Pada 
gambar 2 dihasilkan grafik dengan kendali dan tanpa kendali. Hasil grafik terlihat berbeda, 
walaupun ke dua grafik tanpa kendali dan dengan kendali sama-sama mengalami penurunan, 
tapi grafik dengan kendali mengalami penurunan yang cepat. Berdasarkan gambar 2, tampak 
persentase populasi terinfeksi Tuberkulosis (TB) dengan tidak diberi kendali  mengalami 
penurunan tapi sangat lambat, terlihat mulai waktu 0 hari sampai hari ke 100, penurunan 
populasi terinfeksi mengalami penurunan hanya 0,02 %. Sehingga dapat dikatakan bahwa 
masih terdapat individu terinfeksi Tuberkulosis (TB) di Jawa Timur. Sementara itu, pada 
grafik dengan kendali tampak mengalami penurunan yang cepat dalam waktu kurang dari 20 
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hari kendali penyuluhan masyarakat dapat menurunkan populasi individu terinfeksi sampai 0 
%.  

 

 

 
 
 
 

Gambar 3.Grafik kelas 𝑇(𝑡) 
Grafik hasil untuk kelas pengobatan Tuberkulosis (TB) 𝐼(𝑡) diberikan di ganbar 3. 

Hasil grafik sejalan dengan grafik kelas sebelumnya yaitu grafik kelas 𝐼(𝑡). Pada gambar 3 
dapat dilihat dengan pemberian kendali penyuluhan masyarakat akan membuat persentase 
individu terinfeksi Tuberkulosis (TB) yang sejalan dengan hasil bahwa penurunan individu 
yang perlu diobati Tuberkulosis (TB). Dari gambar tampak terjadi penurunan sampai 0% 
sejak kurang dari 20 hari sampai 100 hari untuk persentase populasi yang butuh obat 
Tuberkulosis (TB). Sementara itu untuk kondisi tanpa kendali juga sejalan dengan grafik 
kelas 𝐼(𝑡), bahwa masih ada individu butuh obat Tuberkulosis (TB) walaupun terjadi 
penurunan yang sedikit yaitu penurunan dari 0,05% ke mendekati 0,02%. 

Hasil simulasi pada grafik 4 adalah lanjutan hasil dari grafik kelas sebelumnya yaitu 
grafik kelas 𝐼(𝑡) dan  𝑇(𝑡). Kondisi populasi dengan adanya kendali penyuluhan masyarakat 
pada kedua kelas sebelumnya menunjukkan persentase infeksi yang turun tajam bahkan 
sampai 0% dan mengakibatkan persentase individu yang butuh obat Tuberkulosis (TB) juga 
tidak ada. Hal ini mengakibatkan persentase individu yang sembuh juga menurun karena 
individu yang diobat juga tidak ada, penurunan ini dimulai sejak kurang dari 20 hari dan 
konstan sampai hari ke 100. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

Grafik 4. Grafik kelas 𝑅(𝑡) 
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Hasil berbeda diberikan jika kendali tidak diberikan, karena masih ada yang terinfeksi 
pada gambar 2 dan masih ada individu yang perlu diobati Tuberkulosis (TB) pada gambar 3, 
maka pada gambar 4 juga masih ada individu yang sembuh walaupun terjadi penurunan. 

Pembahasan 

Hasil yang ditunjukkan dari gambar 1 sampai gambar 4 dapat dilihat bahwa aplikasi 
kendali penyuluhan masyarakat dalam rangka pencegahan penyebaran Tuberkulosis (TB) 
dapat menurunkan individu yang terinfeksi dengan efektif. Berdasarkan gambar 2, dapat 
dikatakan bahwa upaya penyuluhan masyarakat yang dilakukan di kelas (𝑆(𝑡) mampu 
mencegah indiviud terinfeksi Tuberkulosis (TB) di Jawa timur. Hal ini sejalan dengan 
penelitian (Ochieng, 2025) dan (Alfiniyah et al., 2025) bahwa upaya penyuluhan masyarakat 
akan menurunkan persentasi individu terinfeksi Tuberkulosis (TB).  

Selanjutnya, hasil penelitian ini untuk kelas terinfeksi (𝐼(𝑡)) lebih baik dibandingkan 
dengan hasil kelas penelitian (F. Y. Sari et al., 2024) karena pada penelitiannya terjadi 
peningkatan individu yang terinfeksi Tuberkulosis (TB). Hal ini dapat dipahami karena pada 
(F. Y. Sari et al., 2024) belum ada kendali pencegahan terinfeksi Tuberkulosis (TB) sehingga 
walaupun dilakukan pengobatan di kelas 𝑇(𝑡) akan tetap ada individu baru yang terinfeksi 
Tuberkulosis (TB). 

4. KESIMPULAN  

Penelitian ini dimulai dengan membentuk model matematika baru untuk penyebaran 
Tuberkulosis (TB) di Jawa Timur. Dengan Prinsip Pontryagin, diperoleh Kendali penyuluhan 
masyarakat yang dalam formula matematika dipengaruhi oleh kelas 𝑆(𝑡) dan kelas 𝐼(𝑡). 
Berdasarkan hasil simulasi numerik diperoleh gambar grafik untuk kelas 𝑆(𝑡), 𝐼(𝑡), 𝑇(𝑡), 𝑅(𝑡) 
dimana dari gambar grafik tersebut, kendali ini efektif menurunkan individu terinfeksi 
Tuberkulosis (TB) bahkan dapat disimpulkan tidak ada individu yang terinfeksi Tuberkulosis 
(TB). Selanjutnya, penurunan individu terinfeksi Tuberkulosis (TB) juga membuat penurunan 
individu yang membutuhkan obat Tuberkulosis (TB). 
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